	


Занятие 8. Применение НОД и НОК к решению задач.
Цели и задачи занятия:
1. Развитие логического мышления учащихся, внимательности, сообразительности, умения рассуждать, применять полученные теоретические знания на практике при решении задач.
2. Формирование устойчивого интереса к предмету.
3. Активизация познавательного интереса к занятиям внеурочной деятельностью.
Универсальные учебные действия:	
· Познавательные: умение добывать, преобразовывать и представлять информацию;  выбор наиболее эффективных способов решения задач; смысловое чтение; установление причинно-следственных связей.
· Коммуникативные: умение работать в парах и группах, учет  позиции других людей, партнеров по общению или деятельности; умение слушать и вступать  в диалог.
· Регулятивные: умение планировать свою деятельность; разрешать проблемную ситуацию, делать  самооценку деятельности, выбор для себя уровня сложности заданий.
· Личностные: умение оценивать свои возможности, умение соблюдать нормы поведения в определённой ситуации.
Класс делится на группы.
1. Повторение теоретического материала.
Учитель: При решении задач этого занятия вам пригодятся признаки делимости. Давайте вспомним их.
Натуральное число делится на 3 тогда и только тогда, когда его сумма цифр делится на 3. 
Натуральное число делится на 9 тогда и только тогда, когда его сумма цифр делится на 9. 
Натуральное число делится на 2 тогда и только тогда, когда его последняя цифра чётна. 
Натуральное число делится на 5 тогда и только тогда, когда его последняя цифра равна 0 или 5. 
Натуральное число делится на 4 тогда и только тогда, когда число, образованное его двумя последними цифрами (в том же порядке), делится на 4. 
Натуральное число делится на 8 тогда и только тогда, когда число, образованное его тремя последними цифрами (в том же порядке), делится на 8.
2. Решение задач. В группах обсуждается решение задач, озвучивается ответ. Если ответ верный, то представитель группы объясняет решение у доски.
[bookmark: prob1]1.Вовочка написал в тетради число 65349*0712 в качестве примера числа, которое делится: а) на 9; б) на 3. (На месте звёздочки когда-то была написана цифра, а теперь там пятно от сладкого чая.) Помогите Вовочке восстановить пропущенную цифру. Укажите все возможные варианты!
[bookmark: ans1_hide]Ответ. а) 8; б) 2, 5 или 8.
[bookmark: ans2_hide]Решение.
Сумма известных цифр числа равна 37.
a) Чтобы число делилось на 9, нужно, чтобы его сумма цифр делилась на 9. Это возможно, только если на месте звёздочки стоит цифра 8.
б) Чтобы число делилось на 3, нужно, чтобы его сумма цифр делилась на 3. Это возможно, только если на месте звездочки стоит одна из цифр 2, 5, 8.
[bookmark: prob2]2.Запишем подряд цифры от 1 до 9, получим число 123456789. Простое оно или составное? Изменится ли ответ в задаче, если каким-то образом поменять порядок цифр в этом числе?
[bookmark: ans3_hide]Ответ. Составное; не изменится.
[bookmark: ans4_hide]Решение. Легко проверить, что сумма цифр этого числа равна 45 и делится на 9. Значит, в силу признака делимости на 9 и само число делится на 9 и потому составное. При любой перестановке цифр числа сумма этих цифр не изменяется, поэтому число будет по-прежнему делиться на 9 (а значит, будет составным).
[bookmark: prob3]3.Делится ли число 32561698 на 12? Решите эту задачу:
а)
с помощью признака делимости на 4;
б)
с помощью признака делимости на 3.
[bookmark: ans5_hide]Ответ. Не делится.
[bookmark: ans6_hide]Решение.
а) Число оканчивается на 98, а 98 не делится на 4. Поэтому по признаку делимости на 4 число на делится на 4. Но любое число, делящееся на 12, должно делиться и на 4.
б) Сумма цифр числа равна 40, а 40 не делится на 3. Поэтому по признаку делимости на 3 число на делится на 3. Но любое число, делящееся на 12, должно делиться и на 3.
[bookmark: prob4]4.Даша и Таня по очереди выписывают на доску цифры шестизначного числа. Сначала Даша выписывает первую цифру, затем Таня — вторую, и так далее. Таня хочет, чтобы полученное в результате число делилось на три, а Даша хочет ей помешать. Кто из них может добиться желаемого результата независимо от ходов соперника?
[bookmark: ans7_hide]Ответ. Таня.
[bookmark: ans8_hide]Решение.
У Тани есть следующая выигрышная стратегия: после очередного хода Даши она должна дописать к числу такую цифру, чтобы в результате сумма цифр числа делилась на 3. Это всегда можно сделать (более того, для этого Тане достаточно использовать цифры 0, 1 и 2). Тогда после каждого хода Тани (в том числе после последнего) написанное на доске число будет делиться на 3, и Таня выиграет.
Упражнение. Попробуйте доказать, что Тане для выигрыша достаточно правильно сделать последний ход (независимо от её предыдущих ходов).
[bookmark: prob5]5.В стране Цифра есть 9 городов с названиями 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Путешественник обнаружил, что два города соединены авиалинией в том и только в том случае, если двузначное число, составленное из цифр — названий этих городов, делится на 3. Можно ли добраться из города 1 в город 9?
[bookmark: ans9_hide]Ответ. Нельзя.
[bookmark: ans10_hide]Решение. Город 9 соединён авиалиниями только с городами 3 и 6, а города 3 и 6 соединены только между собой и с городом 9. (Это можно проверить непосредственно, а можно упростить проверку, пользуясь признаком делимости на 3.) Поэтому от города 9 нельзя добраться до города 1. Стало быть, невозможно добраться и из города 1 в город 9.
[bookmark: prob6]6.Чтобы открыть сейф, нужно ввести код — семизначное число, состоящее из двоек и троек. Сейф откроется, если двоек в коде больше, чем троек, а сам код делится и на 3, и на 4. Какой код может открывать сейф?
[bookmark: ans11_hide]Ответ.
[bookmark: ans12_hide]Решение.
В силу признака делимости на 4 код может оканчиваться только цифрами 32 (другие двузначные числа, составленные из цифр 2 и 3, не делятся на 4).
Двоек в коде больше, чем троек; значит, двоек не меньше четырёх, а троек не больше трёх. Если в коде четыре двойки и три тройки, то сумма цифр кода равна 2 · 4 + 3 · 3 = 17 и не делится на 3, поэтому и сам код не делится на 3. По аналогичной причине код не может состоять из пяти двоек и двух троек (тогда сумма цифр была бы равна 2 · 5 + 3 · 2 = 16). Значит, код может состоять только из одной тройки и шести двоек (тогда сумма цифр равна 2 · 6 + 3 · 1 = 15 и код делится на 3).
Положение единственной тройки в коде мы уже определили, а остальные цифры · двойки. Значит, подходит только код 2222232.
[bookmark: prob7]7.Замените звездочки в записи числа 72*4* цифрами так, чтобы это число делилось на 45. Укажите все возможные варианты!
[bookmark: ans13_hide]Ответ. 72540, 72045, 72945.
[bookmark: ans14_hide]Решение.
Число делится на 45 тогда и только тогда, когда оно делится на 5 и на 9 (докажите это с помощью основной теоремы арифметики). Чтобы число делилось на 5, последняя цифра должна быть равна 0 или 5.
Пусть последняя цифра числа равна 0, тогда сумма известных нам цифр числа равна 7 + 2 + 4 + 0 = 13. Чтобы число делилось также и на 9, нужно дополнить сумму цифр до числа, кратного 9. Это удастся сделать, только если взять в качестве третьей цифры числа цифру 5. Этот случай даёт нам число 72540.
Пусть теперь последняя цифра числа равна 5, тогда сумма известных нам цифр числа равна 7 + 2 + 4 + 5 = 18 и уже делится на 9. Чтобы число делилось также и на 9, нужно, чтобы после дописывания ещё одной цифры сумма цифр числа по-прежнему была кратна 9. Это условие будет выполнено, только если взять в качестве третьей цифры числа цифру 0 или цифру 9. Таким образом, этот случай даёт нам ещё два числа: 72045 и 72945.
[bookmark: prob8]8.а)Докажите, что произведение двух последовательных чётных чисел всегда делится на 8.
б)Может ли произведение четырех последовательных натуральных чисел оканчиваться на 116?
[bookmark: ans15_hide]Ответ. б) Не может.
[bookmark: ans16_hide]Решение.
а) Из двух последовательных чётных чисел одно к тому же обязательно делится на 4 (докажите это аккуратно, пользуясь признаком делимости на 4), поэтому их произведение делится на 8.
б) Среди четырёх последовательных натуральных чисел всегда будут два последовательных чётных числа, так что их произведение должно делиться на 8 по пункту а. А число 116 не делится на 8. Значит, оно не может быть образовано тремя последними цифрами числа, делящегося на 8.
[bookmark: prob9]9.Докажите, что из любых семи различных цифр можно составить число, которое делится на четыре.
[bookmark: ans17_hide]Решение.
Достаточно доказать, что среди любых 7 различных цифр найдутся две, из которых можно составить число, кратное 4. Тогда это число можно будет поставить в конец числа, а остальные цифры расставить в произвольном порядке перед ними. Полученное число будет делиться на 4 в силу признака делимости на 4.
Среди 7 различных цифр обязательно найдутся по крайней мере две чётных (иначе среди них было бы по крайней мере 6 нечётных цифр, а нечётных цифр всего 5). Числа, кратные 4, можно составить из «хороших» пар чётных цифр (0, 2), (0, 4), (0, 6), (0, 8), (2, 4), (2, 8), (4, 6), (4, 8) и (6, 8). Остаётся ещё «плохая» пара (2, 6). Если других чётных цифр в наборе нет, то в нём должны содержаться все нечётные цифры (в том числе 1). Тогда, используя имеющиеся в наборе в этом случае цифры 1 и 6, можно составить число 16, кратное 4. Если же в наборе есть другие чётные цифры, то есть по крайней мере одна из «хороших» пар чётных цифр, а этот случай рассмотрен выше.
[bookmark: prob10]10.Может ли произведение числа и суммы его цифр равняться 4704?
[bookmark: ans18_hide]Ответ. Не может.
[bookmark: ans19_hide]Решение.
Если число делится на 3, то в силу признака делимости и его сумма цифр делится на 3. Тогда произведение числа и суммы его цифр делится на 9. Если же число не делится на 3, то и сумма его цифр не делится на 3, значит, и произведение числа и суммы его цифр не делится на 3.
Таким образом, произведение числа на сумму его цифр либо делится на 9, либо не делится на 3. А число 4704 делится на 3, но не делится на 9.
Упражнение. В условии задачи не сказано, что число должно быть целым. Проверьте, что ответ останется тем же и для дробных чисел, записанных при помощи конечных десятичных дробей.
[bookmark: prob11]11.Может ли натуральное число, записываемое с помощью 10 нулей, 10 единиц и 10 двоек, быть квадратом некоторого другого натурального числа?
[bookmark: ans20_hide]Ответ. Не может.
[bookmark: ans21_hide]Решение.
Сумма цифр числа, составленного из таких цифр, равна 10 · 0 + 10 · 1 + 10 · 2 = 30. Значит, в силу признаков делимости это число делится на 3, но не делится на 9.
Предположим, что искомое число m является квадратом числа n, то есть m = n2 = n · n. Если m кратно 3, то и nкратно 3, а тогда m = n · n должно быть кратно 9.
[bookmark: prob12]12.Натуральное число В обладает следующим свойством: для любого числа A, которое делится на В, на В также делятся и все числа, полученные из А перестановкой цифр. Докажите, что В может быть равно только 1, 3 или 9.
[bookmark: ans22_hide]Решение. Пусть число В — k-значное. Тогда среди чисел от 10k+1 до 10k+1+B ровно одно число делится на B. Пусть это число имеет вид 10mkmk-1...m1 (в этом решении такая запись означает не произведение нескольких чисел, а одно число, состоящее из цифр 1, 0, mk, mk-1, ..., m1). Раз делимость на В не зависит от порядка цифр числа, то на В делятся также числа mkmk-1...m110 и mkmk-1...m101. Значит, и разность этих двух чисел, равная 9, должна делиться на В. А это возможно только при В = 1, В = 3 или В = 9.

3.  Алгоритм Евклида
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НОД(391;299)=23
	Чтобы найти НОД, надо:
Большее число разделить на меньшее. Если остаток не равен 0, то меньшее число делят на первый остаток. Если второй остаток не равен 0, то первый остаток разделим на второй. Второй на третий и т. д., пока не получим остаток равный нулю. Последний остаток, отличный от 0, равен НОД данных чисел.




4. Домашнее задание
Научиться применять алгоритм Евклида для нахождения НОД чисел.
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